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Procedury jednoczesnego testowania wielu hipotez
i ich zastosowania w analizie mikromacierzy DNA

Streszczenie. W naszej pracy rozwazamy rézne podejscia do problematyki jednocze-
snego testowania wielu hipotez zerowych. W tym kontekscie omawiamy procedury te-
stowania typu single-step, step-down i step-up. W szczegblnosci, przedstawiamy wlasno-
Sci i zastosowania takich miar bledéw testowania, jak: FWER, k-FW ER, FDP, FDR,
pF DR. Wspomniane procedury testowania sa intensywnie wykorzystywane w analizie mi-
kromacierzy DNA, ktéra to analiza umozliwia monitorowanie pozioméw ekspresji wielu
genéw jednoczesénie oraz znajduje ostatnio szerokie zastosowania w diagnostyce, leczeniu
i badaniach medycznych.

Stowa kluczowe: procedury jednoczesnego testowania wielu hipotez, FWER, FDP,
FDR, p-warto$é, g-warto$é, mikromacierze DNA.

1. Wprowadzenie i podstawowe pojecia. Ostatnie dziesieciolecie
to okres niezwykle intensywnych badan statystycznych, zmierzajacych do
poprawy oraz zwiekszenia efektywnosci i oceny jakosci procedur jednocze-
snego testowania wielu hipotez. Do wzrostu zainteresowania tego rodzaju
badaniami przyczynit sie w znacznym stopniu szybki rozwéj biotechnologii,
w szczegblnosci za$ eksperymentéw mikromacierzowych dotyczacych ana-
lizy DNA. Spoérod artykuléw poswieconych teorii jednoczesnego testowania
wielu hipotez warto wymienié¢ prace: Benjaminiego i Hochberga (1995), Sto-
rey’a (2002, 2003), Lehmanna i Romano (2005), Lehmanna, Romano i Shaf-
fer (2005). Z kolei wér6d artykuléw prezentujacych zastosowania wspomnia-
nej tematyki na uwage zastuguja prace: Storey’a i Tibshiraniego (2003), Du-
doit, Shaffer i Boldrick (2003) oraz Pollard, Birknera, van der Laana i Dudoit
(2005).

W niniejszym artykule przedstawimy najpopularniejsze procedury jed-
noczesnego testowania wielu hipotez, oméwimy réwniez rodzaje bledow, ja-
kie mozna popelnié¢ przy korzystaniu z tychze procedur. Zaprezentujemy
takze zastosowania tego typu procedur w analizach mikromacierzowych,
przy czym skoncentrujemy sie gtéwnie na przedstawieniu tych sposréd zasto-
sowan, ktére mozna wykorzysta¢ do celéw poréwnan miar ekspresji gendéw
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u 0s6b pochodzacych z dwéch réznych, odpowiednio wyselekcjonowanych,
grup eksperymentalnych.

W pracy rozwazamy problemy jednoczesnego testowania hipotez zero-
wych H;, i = 1,...,m, przy zalozeniach, ze: 1) liczba testowanych hipo-
tez zerowych jest bardzo duza (rzedu setek, tysiecy, dziesiatek tysiecy), 2)
dysponujemy odpowiednimi testami weryfikacyjnymi, oddzielnie dla kazdej
z hipotez zerowych, o statystykach testowych T;, ¢ = 1,...,m.

Przez procedure testowa bedziemy rozumieli regute okreslajaca, ktore
sposrdd hipotez zerowych H; nalezatoby przyjaé, a ktore z nich powinni$my
odrzucié.

Klasycznym podejéciem do zagadnien dotyczacych jednoczesnego testo-
wania wielu hipotez jest konstrukcja procedury testowej, ktora zapewnia
kontrole miary, bedacej prawdopodobienstwem falszywego odrzucenia co
najmniej jednej hipotezy zerowej. Miare te nazwano familywise error rate —
w skrocie FW ER.

Niech zatem V oznacza liczbe falszywych odrzucen. Wtedy FW ER :=
P(V > 1), za$ procedura kontrolujaca FW ER przy ustalonym poziomie «
to procedura zapewniajaca spelnienie warunku FW ER < a.

Nieco przystepniejszym dla Czytelnika moze by¢ rozpatrywanie kontroli
miary FW ER poprzez rozwazanie wartosci prawdopodobienstw P (V' < 1),
tzn. prawdopodobienstw, ze V — liczba falszywie odrzuconych hipotez zero-
wych — bedzie mniejsza od 1, a zatem prawdopodobienstw tego, ze zadna
spoérdéd weryfikowanych hipotez nie zostanie blednie odrzucona. Jest bo-
wiem faktem oczywistym, ze FWFER = 1—P(V < 1). Stad latwo zauwazy¢,
iz procedura kontrolujaca F'W E R na poziomie « to procedura, ktéra zapew-
nia spelnienie warunku P(V < 1) > 1 — . Kontrola FW ER na poziomie «
oznacza tym samym, ze prawdopodobienstwo tego, iz zadna hipoteza zerowa
nie zostanie falszywie odrzucona bedzie nie mniejsze niz 1 — a.

Procedura, ktora kontroluje FW ER tylko wtedy, gdy wszystkie hipotezy
zerowe sg prawdziwe, zapewnia tzw. staba kontrole FW ER, w odréznieniu
od mocnej kontroli tej miary, gdy potrafimy znalezé ograniczenie na FW ER
dla wszystkich mozliwych konfiguracji prawdziwych i falszywych hipotez
zerowych.

Podejscie do tematyki jednoczesnego testowania skonczonej liczby hipo-
tez, polegajace na kontroli miary FW ER, jest jednak obarczone pewnymi
wadami. Zasadnicza z nich polega na tym, ze moc procedur kontrolujacych
FW ER, rozumiana jako zdolnos¢ tychze procedur do wykrywania fatszy-
wych hipotez zerowych, maleje wraz ze wzrostem m — liczby weryfikowanych
hipotez. Z tej to przyczyny, zamiast procedur kontrolujacych FW ER, posta-
nowiono rozwazaé procedury kontrolujace miare btedu testowania o nazwie
k-FWER, k > 1, definiowang jako prawdopodobienstwo btednego odrzu-
cenia co najmniej k sposrod weryfikowanych hipotez zerowych H;. Stad
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kE-FWER = P(V > k), sama za$ kontrola miary k-FW ER na poziomie
«a polega na znalezieniu procedury, przy ktorej relacja k-FWER < « be-
dzie spelniona dla wszystkich mozliwych konfiguracji prawdziwych i fatszy-
wych hipotez zerowych (dotyczy to mocnej kontroli) lub dla przypadku,
gdy wszystkie hipotezy zerowe sa prawdziwe (dotyczy to stabej kontroli).
Oczywistym jest fakt, ze gdy k = 1 — wtedy k-FW ER to zwyklty FW ER.

Podobnie jak w przypadku kontroli miary F'W ER, réwniez kwestie kon-
troli miary k-F'W E R mozna rozpatrywac, rozwazajac prawdopodobienstwo
P(V < k), tzn. prawdopodobienstwo, ze V — liczba falszywie odrzuconych
hipotez zerowych — bedzie mniejsza od k. Mianowicie, jest faktem oczywi-
stym, ze k-FWER = 1—P (V < k). Stad w prosty sposéb wynika, ze
procedura kontrolujaca k-FW ER na poziomie a to taka procedura, ktora
zapewnia spelnienie warunku P(V' < k) > 1 — a. Kontrola k-FW ER na po-
ziomie « oznacza zatem, ze prawdopodobienstwo tego, iz mniej niz k hipotez
zerowych zostanie falszywie odrzuconych bedzie nie mniejsze od 1 — a.

Nietrudno zauwazy¢, ze liczba falszywie odrzucanych hipotez rosnie wraz
ze wzrostem liczby wszystkich odrzucanych hipotez. Stad powstal pomyst,
by zamiast kontroli liczby falszywych odrzucen badaé¢ stosunek liczby fal-
szywych odrzucen do liczby wszystkich odrzucen. W tym celu wprowadzono
nowsg, miare, o nazwie false discovery proportion — w skrécie FDP. Jest ona
zdefiniowana nastepujaco. Niech: V' — liczba falszywych odrzucen, R — liczba
wszystkich odrzucen. Wtedy

V/R, gdy R#0,

0, gdy R=0.

Kontrola F'DP polega na skonstruowaniu procedury, ktora przy ustalonych
liczbach v, « z przedziatu (0, 1) zapewni spelnienie warunku

P(FDP > ) < o

FDP ::{

Benjamini i Hochberg (1995) zaproponowali zastapienie procedur kontro-
lujacych F'DP procedurami kontrolujacymi miare o angielskiej nazwie false
discovery rate — w skrocie FDR — okre$lona jako FFDR := E(FDP), gdzie
E(-) oznacza wartos¢ oczekiwana. Kontrola F'DR na poziomie a polega na
znalezieniu procedury, przy ktérej zachodzi relacja

FDR <.

Nalezy pamietaé, ze w naszych rozwazaniach zaréwno prawdopodobienstwo
P(.), jak i warto$¢ oczekiwana E(-) sa wyznaczane warunkowo — przy usta-
lonej konfiguracji hipotez zerowych.

Nietrudno pokazad, iz jeéli wszystkie hipotezy zerowe sa prawdziwe, to
FDR = FWER. Méwimy wtedy, ze kontrola FDR jest réwnowazna kon-
troli FW E R w stabym sensie. W przypadku, gdy nie wszystkie weryfikowane
hipotezy sa prawdziwe, zachodzi relacja FDR < FWER.
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W tym konteksécie warto wspomnie¢ takze o wprowadzonej przez Sto-
rey’a (2002) mierze pF' DR (positive false discovery rate), stanowiacej prosta
modyfikacje FFDR, oraz o zwigzanym z pF' DR pojeciu g-wartoéci. Zaréwno
o mierze pF' DR, jak i o terminie g-wartosci piszemy szerzej w rozdziale 5.

2. Model statystyczny. Punktem wyjscia naszych rozwazan jest mo-
del statystyczny, tj. przestrzen wyposazona w rodzine {Py, 0 € ©} rozkladéw
prawdopodobienstwa. Zalézmy, ze obserwacje, stanowiace wyniki ekspery-
mentu, bedziemy traktowaé jako wektor losowy X = (X1, ..., X,,), gdzie X;
sa zmiennymi (wektorami) losowymi o rozkladzie Py dla pewnego 6 € O,
gdzie O jest zbiorem parametréw. Kazda z hipotez H;, i = 1, ..., m, mozemy
utozsamié¢ z pewnym podzbiorem ©; C © i zapisa¢ w formie nastepujacej
H:0€0,;,,i=1,..m.

Niech My := {i: H; jest prawdziwa}. Wtedy mocna kontrola miary k-
FW ER na poziomie o oznacza, ze

Py (V > k) < « dla kazdego 6 € (1] ©;
S

lub réwnowaznie, ze

Py(V < k) > 1 —a dlakazdego 0 € [ O
i€ Mo
7 kolei, staba kontrola miary k-F'W ER na poziomie o wymaga spelnienia
warunku
Py (V>k)<adakadegofec () ©;
ie{l,....,m}
lub réwnowaznego mu warunku

Py(V <k)>1-adakadegofc (] 6
ie{l,...,m}

Ze wzgledu na to, iz szereg procedur jednoczesnego testowania wielu hi-
potez wykorzystuje pojecia p-wartosci (p-value) lub dopasowanej p-wartosci
(adjusted p-value), podamy teraz charakterystyke obu tych terminéw.

Przystepny opis, wraz z intuicja, pojecia p-wartosci podano w podrecz-
niku Koronackiego i Mielniczuka (2004). Przedstawimy teraz pokrotce za-
proponowane przez wspomnianych autoréw podejscie do tego, cieszacego sie
coraz wieksza popularnoscia i coraz powszechniej stosowanego we wspolcze-
snej statystyce, pojecia.

Zalézmy, ze weryfikujemy hipoteze zerowa Hg, wobec hipotezy alterna-
tywnej H(, przy uzyciu statystyki testowej 7.

Przyjmijmy, ze, zamiast weryfikowania hipotezy Hq przy z gory ustalo-
nym poziomie istotnosci « (np. @ = 0,05), chcemy znalezé minimalny po-
ziom istotnosci, przy ktérym zaobserwowana wartosé t, statystyki testowej
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T, spowoduje podjecie decyzji o odrzuceniu Hy. Taki minimalny poziom
istotnosci okreélamy mianem p-wartosci. Zapiszmy to bardziej formalnie.
Zal6zmy, jak uprzednio, ze weryfikujemy hipoteze Hy, wobec hipotezy H{,
wykorzystujac zaobserwowana wartos¢ t, statystyki testowej T', oraz indek-
sowana parametrem « rodzine obszaréw krytycznych (zbioréw odrzucen)
Sa, taka, ze Py (T € S,) < «, gdzie Py, (-) oznacza prawdopodobien-
stwo wyznaczone przy zalozeniu prawdziwosci hipotezy zerowej Hy. Wtedy
p-wartos¢ definiujemy nastepujaco

p(t) :== {a:ll?efsa}IPHO (T € Sa).
W celu lepszego zrozumienia wspomnianego terminu podamy p-wartosci dla
przyktadu dotyczacego weryfikacji hipotezy o éredniej z rozktadu normal-
nego o nieznanym odchyleniu standardowym. Wtedy, jak powszechnie wia-
domo, stosujemy statystyke testowa ¢t-Studenta postaci
X — 6
SN
gdzie: X — érednia z préby, S — odchylenie standardowe z préby, 6 — $rednia
hipotetyczna, n — rozmiar proby.

W przypadku weryfikacji hipotezy zerowej Hy: 6 = 6y, wobec hipotezy al-
ternatywnej Hy: 0 # 0, otrzymujemy, ze So = (—00, —ta,n—1)U(ta,n—1,00),
gdzie t, 1 spelnia warunek F(tq ,—1) = 1 — /2 (F oznacza tu dystrybu-
ante rozkladu ¢-Studenta o n — 1 stopniach swobody), sama za$ p-wartosé
dana jest relacja p(t) = Pu,(|T| > |t|) = 2Py, (T > |t|), przy czym, dla
przypomnienia, t oznacza zaobserwowana wartos¢ statystyki 7T'.

7 kolei, w przypadku weryfikacji hipotezy zerowej Hy: 0 = 6y, wobec
hipotezy alternatywnej Hj: 6 > 6y, otrzymujemy, ze: S, = (t2q.n—1,00),
p(t) = Piry (T > 1).

Wreszcie, gdy weryfikujemy hipoteze zerowa Hy: 0 = 0y, wobec hipotezy
alternatywnej Hj: 0 < 6y, otrzymujemy, ze: S, = (—00, —taa.n—1), p(t) =
Py, (T <t).

Wyznaczenie p-wartosci testu jest o tyle wygodne, iz zwalnia nas ono
z koniecznoéci arbitralnego doboru poziomu istotnosci przed przeprowadze-
niem testu. Po wyznaczeniu wartosci statystyki testowej sprawdzamy, dla
jakiego poziomu istotnosci owa zaobserwowana wartos¢ statystyki testowej
jest wartoscia krytyczna testu, tj. wartoscia znajdujaca sie na brzegu ob-
szaru krytycznego. Im mniejsza p-warto$é¢ — tym jesteSmy bardziej sklonni
do odrzucenia hipotezy zerowej na korzy$é hipotezy alternatywnej, innymi
stowy — tym silniejsze staje sie nasze przeswiadczenie o fatszywosci hipotezy
zerowej i prawdziwosci hipotezy alternatywnej.

Czestym bledem popelnianym przy interpretacji p-wartosci jest trakto-
wanie jej jako poziomu istotnoéci przeprowadzanego testu. Owa p-wartosé

T —
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nie moze stanowi¢ btedu pierwszego rodzaju, gdyz w istocie swej — jest ona
zmienng losowa, nie za$, z gbry wybrana badz ustalong przed wykonaniem
testu, liczba, jak to ma miejsce w przypadku poziomu istotnosci testu.

Nalezy podkredlié¢, ze p-warto$é¢ to pojecie fundamentalne we wspodlcze-
snej statystyce matematycznej, odgrywajace nieposlednia role w jej roz-
licznych zastosowaniach. Badania statystyczne wykorzystujace znaczenie p-
wartosci rozwijaja sie niezwykle intensywnie na przestrzeni ostatnich lat.
Ich doniostoéé i znaczenie dla obliczen wykorzystywanych do rozwiazywania
probleméw stawianych obecnie w naukach biologicznych, a w szczegdlno-
Sci w genetyce, jest tak duze, iz nawet miesigce odgrywaja tu istotna role.
Wspomniane badania cechuje coraz wigkszy stopien ztozonosci i dosé¢ skom-
plikowany, specjalistyczny jezyk. Coraz powszechniej podejmowane sg tez
préby nieklasycznego podejscia do wspomnianych zagadnien. Jako przyktad
takiego nowatorskiego podejscia postuzy¢ moga rozwazania z pracy Gelmana
(2003), w ktorej zdefiniowano pojecie p-wartosci przy uzyciu terminéw sta-
tystyki bayesowskiej. W nieco innym ujeciu nawigzujemy do tej tematyki
réwniez my w niniejszej pracy (zob. podrozdzial 5.2).

Warto nadmienié, ze btedna interpretacja terminu p-wartosci i jego nie-
przemyslane stosowanie moze prowadzi¢ do wielu blednych wnioskéw.
O naduzyciach tego rodzaju pisal juz jeden z twoércéw wspodlczesnej teo-
rii wnioskowania statystycznego, Ronald Fisher. Bltedy wynikajace z nieroz-
waznego interpretowania zagadnienia p-wartosci opisano do$é szczegdtowo
w pracy Hubbarda i Bayarri (2003).

W kontekécie problematyki jednoczesnego testowania wielu hipotez poje-
cie p-wartosci zostato bardzo niedawno, w nieco innym od dotychczasowych
ksztalcie, zaprezentowane przez Victor i Hommela (2007).

W naszych rozwazaniach bedziemy zaktadali, ze p-wartosci p;, odpowia-
dajace hipotezom zerowym H;, i = 1,...,m, spelniaja zalozenie

(1) Py (pi < u) < u dla wszystkich u € (0,1) i kazdego 6 € ©;.
Rozwazmy pojedyncza hipoteze zerowa H;: 6 € ©,;. Zalézmy, ze dys-

ponujemy rodzing testéw hipotezy H;, indeksowang przez «, o statystyce
testowej T; i zbiorach odrzucen S, ktore spetniaja warunki:

Py(T; € So) < o dla wszystkich 0 < a < 1,0 € O,
oraz
So C Sgdlaa<p.
Wtedy p-wartos¢ okreélamy relacja
pi = pi(T;) :=inf{a : T; € Sy}

= inf{a : hipoteza H; jest odrzucana na poziomie istotnosci a}.
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Warto dodaé, ze tak zdefiniowana p-wartos$¢ p; nie zalezy od parame-
tru 0 oraz spelnia warunek (1) (zob. Lehmann i Romano (2005), Lemat
1.1(i)). Podana definicja p-wartosci znalazla zastosowanie w wielu parame-
trycznych i niektérych nieparametrycznych procedurach jednoczesnego te-
stowania wielu hipotez, np. w testach permutacyjnych lub randomizacyjnych
(zob. Lehmann i Romano (2005) oraz Romano i Wolf (2005)).

Niech z kolei, p oznacza dowolng (np. FWER, k-FW ER, FDR) miare
bledu procedury testowania wielu hipotez. Wtedy dopasowana p-wartosé
definiujemy nastepujaco

p; = inf{a : hipoteza H; jest odrzucana na poziomie bledu pu = a}.

3. Procedury kontroli FWER i k-FW ER. W niniejszym rozdziale
oméwimy procedury kontroli miar FW ER i k-F'W ER oraz przedstawimy
ich najciekawsze wtasnodci.

3.1. Procedury typu single-step. Procedura typu single-step to procedura,
wedle ktorej odrzucane sa wszystkie te hipotezy zerowe, ktérych p-wartosci
nie przekraczaja pewnej, ustalonej, wartosci granicznej, zwanej z angielska
cut-off value.

Szczegblnym przypadkiem procedury typu single-step jest procedura
Bonferroniego. Jest to procedura, ktéra, przy ustalonym poziomie istotnosci
a, odrzuca hipoteze H;, jesli odpowiadajaca tej hipotezie p-wartosé p; spel-
nia warunek p; < a/m, gdzie m — liczba weryfikowanych hipotez zerowych.
Mozna pokazaé, ze procedura Bonferroniego zapewnia mocng kontrole miary
FW ER na poziomie «, jesli p-wartosci p;, i = 1,...,m, spelniaja (1).

Warto dodag, iz w przypadku procedury Bonferroniego, kontroli FW ER,
dopasowane p-wartosci sa dane wzorem

p; = min (mp;, 1) .

Procedura Bonferroniego ma te wade, ze jej moc, czyli zdolno$¢ do wykrywa-
nia hipotez falszywych, maleje wraz ze wzrostem m — liczby weryfikowanych
hipotez. W przypadku bowiem, gdy m jest duze, to ov/m — poziom istotnosci
pojedynczego testu — jest maly.

W procedurze Bonferroniego, ktéra wykorzystujemy do kontroli miary
FW ER, poréwnujemy kazda p-warto$é p; z a/m. Kontrola miary k-FW ER
umozliwia zwiekszenie tej wartosci z a/m do ka/m. W konsekwencji, proce-
dura kontrolujaca k-FW ER, nazywana czesto uogolniong procedura Bon-
ferroniego, jest procedura wiekszej mocy od zwyklej procedury Bonfer-
roniego, kontrolujacej FW ER. Dokladniej, mozna udowodnié¢ nastepujace
twierdzenie (zob. Lehmann i Romano (2005), Twierdzenie 2.1).

TWIERDZENIE A. Zaldézmy, Ze testujemy jednoczesnie hipotezy zerowe
H;,:0e€0,i=1,...m, a odpowiadajgce im p-wartosci p; spetniajg wa-
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runek (1). Rozwazmy procedure, ktora odrzuca H;, jesli p; < ka/m. Wtedy
procedura ta zapewnia mocng kontrole k-FW ER na poziomie a.

Dowéd. Niech My := {i: H; jest prawdziwa}, natomiast mg oznacza
liczbe hipotez prawdziwych wéréd m testowanych hipotez. Niech ponadto:
I(A) bedzie zmienna losowa, okre$lona wzorem

1 dlaweA
I(A>:I(A’“’):{o dlaw¢ A

natomiast V' oznacza liczbe falszywych odrzucen. Wtedy, na mocy nieréw-
noséci Markowa i zalozenia (1),

Eo (,Z I(p; < ka/m)>
W-FWER =Py (v > k) < e V) _ _ \icdo

k k
B Py (p; < ka/m) ka/m «
P Vi e
S 1€ Mo
To koniczy dowdéd Twierdzenia A. O

Inna znana procedura typu single-step to procedura kontroli FFW ER,
o nazwie max 7. Jest ona opisana przy uzyciu dopasowanych p-wartosci
postaci

D — >t
pi="P (é}gﬂ\ﬂ\ > tz> ;
gdzie prawdopodobienstwo [P (-) jest wyznaczane przy zalozeniu prawdziwo-
Sci wszystkich hipotez H;, natomiast t; sa realizacjami statystyk T;.
Mozna pokazaé, ze procedura max T zapewnia staba kontrole miary
FWER (zob. Westfall i Young (1993), s. 42).
3.2. Procedury typu step-down. Niech
(2) (5] § S [e7%%
bedzie niemalejacym ciagiem stalych.
Oznaczmy przez
(3) Py <P@2) < - <Dy
uporzadkowany ciag p-wartosci, za$ przez H(yy, H2),..., H(;,) hipotezy ze-
rowe, ktérym owe p-wartosci odpowiadaja.
Procedury typu step-down mozna opisa¢ w sposéb nastepujacy. Jesli
Pa) > ai,

to nie odrzucamy zadnej hipotezy zerowej; w przeciwnym przypadku, gdy

(4) Py S 0y D(r) S Oy
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to odrzucamy hipotezy H(yy, ..., H(,), gdzie r jest najwigksza liczba, ktora
spelnia (4).

Realizacje procedur step-down rozpoczynamy od odrzucenia hipotezy
zerowej, ktérej odpowiada najmniejsza p-wartosé, a potem kontynuujemy
odrzucanie tych sposréd nastepnych hipotez zerowych, ktérych p-wartosci
sg odpowiednio mate. W zastosowaniach do kontroli miary FW ER proce-
dury z rodzaju step-down maja na ogdl wieksza moc od wykorzystywanych
wcezesniej do tego celu procedur typu single-step.

Jeden z przyktadéw procedury step-down stanowi procedura Holma. Jest
to procedura step-down z «; postaci a; = a/ (m — i+ 1). Warto dodaé, iz
w przypadku procedury Holma, kontroli FW ER, dopasowane p-wartosci sa
dane wzorem (zob. Dudoit, Shaffer i Boldrick (2003), s. 9)

P = max {min ((m —k+1)p), 1)} .

Dla celéw mocnej kontroli miary k-FW ER Lehmann i Romano (2005)
udoskonalili wspomniang wczesniej procedure Holma. Opracowana przez
nich procedura, noszaca nazwe uogélnionej procedury Holma, to procedura
step-down z a; danymi wzorem

ka/m, 1 < k,
(5) %_{MWWH%—U,i>h
Zauwazmy, ze gdy k = 1, to uogdblniona procedura Holma, kontroli miary
k-FW ER, staje sie zwykla procedura Holma, kontroli miary FW ER.

O zastosowaniu uogdélnionej procedury Holma do kontroli k-F'W ER trak-
tuje ponizsze twierdzenie (zob. Lehmann i Romano (2005), Twierdzenie 2.2).

TWIERDZENIE B. Zaloimy, Ze testujemy jednocze$nie hipotezy zerowe
H;: 0 € ©;,i =1,....m, a odpowiadajgce im p-wartosci p; spetniajg wa-
runek (1). Wtedy uogdlniona procedura Holma zapewnia mocng kontrole k-
FWER na poziomie «.

Dowdd. Niech My := {i: H; jest prawdziwa}, natomiast mg oznacza
liczbe hipotez prawdziwych wsréd m testowanych hipotez. Zatézmy, ze mg >
k (gdyz w przeciwnym przypadku nie ma czego dowodzié¢). Uporzadkujmy
p-wartodci odpowiadajace prawdziwym hipotezom zerowym i oznaczmy je
nastepujaco:

q1) < - < Q(my)-
Niech ponadto, j oznacza najmniejszy indeks, taki, ze p(;) = q)- Wtedy
(6) k<j<m—mg+k.
Komentarza wymaga jedynie druga z powyzszych nieréwnosci. Wynika ona

z tego, ze najwieksza mozliwa wartos¢ j jest osiagana wowczas, gdy wszyst-
kie najmniejsze p-wartosci odpowiadaja m — mg falszywym hipotezom ze-
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rowym, a nastepne p-wartosci odpowiadaja mg prawdziwym hipotezom ze-
rowym, tzn. gdy j = m — mg + k.

Poniewaz p(;) = q(x), to uogélniona procedura Holma dopuszcza co naj-
mniej k falszywych odrzucen wtedy i tylko wtedy, gdy

P1) S a1,P2) S Q2,0 PG) S Q.
Zatem, na mocy (5), (6),
< ka < ko
k) =PG) =% m+k—j = mo
To oraz Twierdzenie A implikuja, ze
ka
kE-FWER<Pg|qu < — ) < a,
mo

co konczy dowdd Twierdzenia B. O

3.3. Procedury typu step-up. Oznaczmy, tak jak w (2), (3), przez {a;} —
niemalejacy ciag stalych oraz przez { p(i)} —uporzadkowany ciag p-wartosci.
Niech z kolei, H(;) oznaczaja hipotezy zerowe, ktérym odpowiadaja p-war-
tosci p;). Procedure typu step-up mozna opisa¢ nastepujaco. Jesli

P(m) < Qm,
to nie przyjmujemy zadnej hipotezy zerowej; w przeciwnym przypadku, gdy

(7) P(m) > Qs ooy D(r41) > Qg1

to przyjmujemy hipotezy H(,41), ..., H(m), gdzie 7 jest najmniejsza liczba,
ktora spelnia (7).

Procedury step-up rozpoczynamy od przyjecia hipotezy zerowej, ktorej
odpowiada najwieksza p-wartos¢, a nastepnie kontynuujemy przyjmowanie
tych sposréd nastepnych hipotez zerowych, ktérych p-wartosci sa odpowied-
nio duze.

Dodajmy, iz w pracy Hochberga (1988) podano procedure step-up, ktéra
umozliwia kontrole miary FW ER przy zalozeniu niezaleznosci p-wartosci
weryfikowanych hipotez.

Warto przy tym nadmienié, iz w przypadku procedury step-up Hochberga
dopasowane p-warto$ci sa dane wzorem (zob. Dudoit, Shaffer i Boldrick
(2003), s. 10)

p; = min {min ((m —k+1)pu, 1)} .
k=i,....m

Interesujacym rezultatem dotyczacym mocnej kontroli miary k-FW ER,
przy uzyciu procedur typu step-up, jest Twierdzenie 3.1 z pracy Romano
i Shaikha (2006). Jest ono o tyle ciekawe, ze nie zaklada niezaleznosci p-
wartosci hipotez zerowych H;.
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4. Procedury kontroli FDP i FDR. W tym rozdziale oméwimy
procedury kontroli miar FF'DP i F DR oraz zaprezentujemy ich najciekawsze
wtasnosci.

4.1. Procedura step-down kontroli FDP. Do celéw kontroli miary F'DP
mozemy wykorzysta¢ procedure typu step-down z «; okredlonymi wzorem

5 o (bil+Da
m+[yi|+1—1

gdzie [x] oznacza najwieksza liczbe calkowita mniejsza od x lub réwna x,

natomiast ~y, o sa ustalonymi liczbami z przedzialu (0, 1).

Prawdziwe jest nastepujace twierdzenie (zob. Lehmann i Romano (2005),

Twierdzenie 3.1).

TWIERDZENIE C. Niech: p1, ..., pm — p-wartosci odpowiadajgce hipotezom
zerowym H;: 0 € ©;, 1 =1,....m, q1, ..., ¢m, — P-wartosci odpowiadajgce mg
hipotezom prawdziwym, ri,...,"m_m, — P-wartosci odpowiadajgce m — myg
hipotezom falszywym. Zatéimy, ze, gdy i =1,....m

(9) Py (Qi <u |7'17 -~-77’m7m0) <u

dla wszystkich v € (0,1) i kazdego 6 € ©;. Wtedy procedura typu step-down
z a; okreslonymi tak jak w (8) zapewnia mocnag kontrole FDP, ktora polega
na zachodzeniu warunku

Py (FDP > ) < o dla kazdego 0 € (] ©;,
i€My
gdzie My :={i: H; jest prawdziwa}.

Dowéd Twierdzenia C pomijamy.

Jedyny warunek dotyczacy zaleznosci p-wartosci, zakladany w twierdze-
niu C, stanowi warunek (9). Jest on spelniony np. wtedy, gdy p-wartosci od-
powiadajace prawdziwym hipotezom zerowym sg niezalezne od odpowied-
nich p-wartosci falszywych hipotez zerowych. W tym przypadku dopusz-
czalna jest dowolna zaleznos$¢ p-wartosci w obrebie kazdej z dwéch grup hi-
potez: prawdziwych i falszywych. Okazuje sie, ze warunek (9) mozna ostabié.
Mozna bowiem, bez czynienia jakichkolwiek, poza warunkiem (1), zalozen
o zaleznosci p-wartosci, skutecznie stosowa¢ procedure step-down, kontroli
FDP, zastepujac «; w (8) przez o postaci

o
(10) 04; — 71’
Clys)+1)

gdzie C; = Z 1/i (zob. Lehmann i Romano (2005), Twierdzenie 3.3).

Nalezy Jednak stanowczo podkresli¢, iz wspomniane oslabienie warun-
ku (9) odbywa sie kosztem zmniejszenia mocy procedury.
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4.2. Procedura step-up kontroli FDR. W niniejszym podrozdziale przed-
stawimy procedure kontroli F'DR, opracowang przez Benjaminiego i Hoch-
berga (1995). Przypomnijmy, ze F'DR definiujemy jako warto$é¢ oczekiwana
miary FDP, tzn.

FDR:E(FDP):E<%> :E(%‘R>O>]‘P(R>O),

gdzie RV 1 :=max (R,1).

Zaproponowana przez Benjaminiego i Hochberga procedura kontroli
FDR jest procedura step-up z «; = ia/m. W przypadku tej procedury
dopasowane p-wartosci sa okreslone zaleznoscia (zob. Dudoit, Shaffer i Bol-
drick (2003), s. 11)

P i { i (m 1) }
;, = min {min | — .
pi k=i,....m k p(k)7
O zastosowaniu procedury Benjaminiego i Hochberga do kontroli miary

FDR traktuje ponizsze twierdzenie (zob. Benjamini i Hochberg (1995),
Twierdzenie 1).

TWIERDZENIE D. Dia niezaleznych statystyk testowych (p-wartosci) pro-
cedura Benjaminiego © Hochberga zapewnia mocng kontrole FDR na poziomie
istotnosci a, tzn.

FDR< ™0 <.
m
Dowéd Twierdzenia D pomijamy.

Przewaga miary F'DR i zwiazanej z jej kontrola procedury Benjaminiego
1 Hochberga nad dotychczas stosowanymi polega na tym, ze nowa procedura
ma wiekszg moc, o czym przekonuja wyniki symulacyjne z pracy Benja-
miniego i Hochberga (1995). Znaczne ograniczenie tej procedury stanowi
zalozenie o niezaleznodci statystyk testowych. Owo zalozenie zostalo pdz-
niej nieco ostabione w pracy Benjaminiego i Yekuteliego (2001), w ktérej to
pracy dopuszczono pewne modele zalezno$ci.

Warto dodaé, ze dla procedury Benjaminiego i« Hochberga Benjamini
i Yekuteli (2001) udowodnili twierdzenie o kontroli FFDR na poziomie «,
bez czynienia jakichkolwiek zalozen dotyczacych zaleznosci p-wartosci od-
powiednich testéw. Pokazali oni mianowicie, ze procedura step-up z a; =

i/ {m > l/j} kontroluje F'DR na poziomie a. Procedura ta ma jednak
j=1

znacznie nizsza moc od zwyklej procedury Benjaminiego i Hochberga (tzn.
procedury step-up z «o; = ia/m).

4.3. Porownanie kontroli FDP i FDR. Zauwazmy, ze skoro dla dowolnej
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zmiennej losowej X o wartosciach z przedziatu [0, 1], prawdziwe sa relacje:
E(X)=E(X|X <9)P(X <) +E(X[X >7)P(X >7)
<SP (X <) +P(X >9),

zatem
E(X)-— E
() =7 _ gy s < BX)
L gl
Stad, gdy procedura kontroluje F'D R na poziomie «, to kontroluje ona F'D P
na poziomie «/7, natomiast, jesli procedura kontroluje F'DP na poziomie

a, to kontroluje ona F'DR na poziomie (1 — ) a + 7.

5. Kontrola i estymacja pF DR oraz pojecie g-wartosci. W niniej-
szym rozdziale oméwimy zagadnienia dotyczace kontroli i estymacji miary
pF DR oraz przyblizymy pojecie g-wartoSci.

5.1. Definicja i wlasnosci miary pFDR. Ponizej przedstawimy zapropo-
nowana w pracach Storey’a (2002, 2003) miare o nazwie pFDR. W szcze-
gblnoéci, podamy definicje tej miary oraz jej charakterystyke w terminach
statystyki bayesowskiej. Miare pF" DR definiujemy nastepujaco

|4
pFDR::E<E|R>O>.

Jest to zatem wartosé oczekiwana zmiennej losowej V/R pod warunkiem, ze
R > 0, czyli pod warunkiem, ze wystapilo co najmniej jedno odrzucenie.

Zalbézmy, ze testujemy jednocze$nie m hipotez zerowych H;, wobec hi-
potez alternatywnych H;, i = 1,...,m. Przyjmijmy, ze weryfikacja ta od-
bywa sie na podstawie statystyk testowych 11,75, ..., T}, , przy wykorzysta-
niu wspdélnego obszaru odrzucen (zbioru krytycznego), ktéry oznaczymy tu
przez I

Kazda hipoteze zerowa H mozemy utozsamié ze zmienng zero-jedynko-
wa, przypisujac jej wartos¢ 0, gdy weryfikowana hipoteza jest prawdziwa,
oraz wartos¢ 1, gdy hipoteza ta jest falszywa.

Niech 7y oznacza prawdopodobienstwo a priori tego, ze hipoteza H jest
prawdziwa, tzn. mg := P(H = 0). Z kolei, oznaczmy przez m; prawdopodo-
bienistwo a priori tego, ze H jest falszywa, tzn. my :=P(H = 1) = 1 — 7.
Ponizej przytaczamy wynik z pracy Storey’a (2003), przedstawiajacy pF' DR
jako odpowiednie prawdopodobienstwo a posteriori (zob. Storey (2003),
Twierdzenie 1).

TWIERDZENIE E. Zaloimy, zZe ciqg (13, H;), i = 1,...,m, jest ciggiem
niezaleznych, jednakowo roztozonych wektoréow losowych oraz, Ze rozklad
statystyki testowej T; pod warunkiem prowdziwo$ci hipotezy zerowej H; ma
postacé

Ty | Hy = (1 — H;)Fy + H; Fy,
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gdzie: Fy — rozklad statystyki testowej pod warunkiem prawdziwosci hipotezy
zerowej, natomiast Iy — rozklad statystyki testowej pod warunkiem prawdzi-
wosci hipotezy alternatywney.

Wtedy, co oczywiste, P(H; = 0 | T, e T) =P(H =0 | T €T) dila
kazdego i = 1,...,m (tzn. wszystkie prawdopodobienstwa P(H; =0 | T; € T'),
i=1,...,m, sqg identyczne, a stad mozemy opusci¢ indeks i), oraz
(11) pFDR(I)=P(H =0|T €7)

B mP(T €T | H=0)
S mP(TET |H=0)+mP(T €T |H=1)
moP(T €T | H=0)
P(T eT)

Dowéd Twierdzenia E pomijamy.

Teza powyzszego twierdzenia jest o tyle zaskakujaca, ze wielko$¢ pFDR (T")
nie zalezy od m — liczby weryfikowanych hipotez.

5.2. Pojecie q-wartosci. Podamy teraz definicje wprowadzonego przez
Storey’a pojecia g-wartosci. Stanowi ono bayesowski odpowiednik przed-
stawionego wczesniej terminu p-wartosci i stad tez bywa czesto okreslane
mianem p-wartosci a posteriori.

Dla ustalonej wartosci ¢, statystyki testowej T', g-wartos$¢ jest wielkosScia
zdefiniowang nastepujaco:

g-value(t) = {Fazutlgra}pFDR(Fa),
gdzie {T',} jest rodzina zbioréw odrzucen (obszaréw krytycznych) hipotezy
zerowej, spetniajacych relacje o < 8 =T, C I'g.

7 przytoczonej definicji wynika, ze g-warto$¢ to najmniejsza wartos$é
miary pF' DR, przy ktérej zaobserwowana wartos¢ statystyki testowej pro-
wadzi do odrzucenia hipotezy zerowej (dla poréwnania — zwykla p-warto$é
oznacza najmniejszy poziom istotnoéci, przy ktérym zaobserwowana wartosé
statystyki testowej prowadzi do odrzucenia hipotezy zerowej).

Przy zalozeniach twierdzenia E mamy

g-value(t) = {Fa:mfra}]P’(H =0|TeTl,).

Storey zaproponowal regule testowania, polegajaca na odrzuceniu hipo-

tezy zerowej H, gdy

PH=0|T=t)<a,

gdzie ]TD(H = 0 | T = t) jest pewnym nieparametrycznym estymatorem
wielkosci P(H = 0 | T = t) (zob. Efron, Tibshirani, Storey i Tusher (2001)).
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Przytoczona metoda testowania znalazta zastosowanie w analizie mikro-
macierzy DNA, samego za$ pojecia g-wartosci uzyto do celéw oceny istot-
nosci poziomu ekspresji kazdego z badanych genéw (zob. Storey (2003), s. 7
oraz uwagi w rozdziale 5).

Zauwazmy, ze na mocy twierdzenia E (zob. relacja (11)), miar¢ pF DR
mozna, w terminie p-wartosci p, przedstawi¢ nastepujaco

pFDR([0,7]) =P(H =0[p <)
B moP(p <~ | H=0)
- mPp <y [H=0)+mP(p<~y|H=1)
~ mlP(p <y | H=0)
P(p <)
gdzie v oznacza warto$¢ progowa, taka, ze przedzial [0,~] jest wspdlnym
zbiorem odrzucen weryfikowanych hipotez zerowych.

5.3. Algorytm estymacji miary pFDR. Przedstawimy teraz sposéb es-
tymacji miary pF'DR, zaproponowany przez Storey’a (2003). Zalézmy, ze
decyzje o odrzuceniu badz przyjeciu hipotezy zerowej H podejmujemy na
podstawie odpowiedniej p-wartosci p.

Niech, dla pewnego v > 0, [0,7] oznacza wspdlny zbiér odrzucen hi-
potez zerowych. Z faktu, ze przy zalozeniu prawdziwo$ci hipotezy zerowej
p-wartodci maja rozktad jednostajny wynika, iz
(12) pFDR([0.7]) = mPp<y[H=0) __my

P(p <) P(p <)
Mozna zaproponowaé zatem nastepujacy algorytm estymacji pF DR (zob.
takze Storey (2002), wzor (8)).

Algorytm

a) dla kazdej z m hipotez zerowych Hy, ..., H,, wyznaczamy odpowiadajace
im p-wartosci p1, ..., Pm;

b) estymujemy 7y = mg/m — proporcje hipotez prawdziwych — na mocy
wzoru

o) = ELEZ

gdzie wartos¢ parametru A jest wybierana tak, aby zréwnowazy¢ wptywy
obciazenia i wariancji estymatora 7y (zob. Storey (2002), sekcja 9);
¢) estymujemy prawdopodobienstwo P(p < ), wedlug wzoru
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d) na mocy (12) oraz punktu b) wyznaczamy szukany estymator, ze wzoru

pFDRy(0.7]) = %

Powyzszy estymator wykazuje dobre wlasnoéci asymptotyczne. Jest on takze
estymatorem najwiekszej wiarygodnosci (zob. Storey (2002), rozdzial 6).

6. Zastosowania w analizie mikromacierzy DNA. W tym rozdziale
przedstawimy koncepcje mikromacierzy DNA oraz wykorzystanie oméwio-
nych wczeéniej procedur w analizie danych mikromacierzowych, ktéra to
analiza znajduje coraz powszechniejsze zastosowanie w genetyce i diagno-
styce medyczne;j.

6.1. Mikromacierze DNA — opis zagadnienia. Funkcjonowanie kazdego
z gendéw mozna badaé¢ za pomoca pomiaru iloSci odpowiadajacego mu
mRN A, bedacego $ladem kazdego aktywnego genu, ktéry ulegt procesowi
transkrypcji (czyli zachodzacemu w jadrze komérkowym procesowi przepi-
sania informacji genetycznej z DNA na mRN A). lo§¢ czastek m RN A odpo-
wiadajacych danemu genowi stanowi miare aktywnosci tegoz genu. W celu
badania roli i znaczenia genéw opracowano koncepcje tzw. mikromacierzy
DNA (DNA microarray). Mikromacierz DNA to plytka z regularnie nanie-
sionymi tysiacami po6l mikroskopijnej wielkosci, na ktérych mozna umiescié
fragmenty réznych sekwencji DNA (w formie pojedynczych nici).

Standardowe techniki biochemiczne umozliwiaja znakowanie mRN A,
pochodzacych z badanych tkanek, specjalnymi markerami fluorescencyjnymi
w promieniach UV. Na mikromacierz DNA naktadamy prébke czastek
mRNA. W wyniku tego, poszczegdlne mRN A wiaza sie z polem, gdzie
znajduje sie DNA, z ktérego owe mRN A powstaly w procesie transkrypcji.
Innymi stowy, czastki mRN A pochodzace z ustalonego genu wigza sie tylko
w tym polu, gdzie wystepuje ten ustalony gen. Aktywno$é¢ kazdego z gendw
oceniamy po stopniu natezenia fluorescencji pola, w ktéorym gen ten jest
obecny. Bardzo intensywne $wiecenie pola wskazuje, ze przylaczylo sie do
niego bardzo duzo czastek mRN A. Oznacza to tym samym, ze wystepujacy
w owym polu gen jest bardzo aktywny. Przy uzyciu opisanej techniki mozna
zidentyfkowaé¢ geny aktywne w badanej tkance.

Przedstawiona koncepcja znajduje coraz liczniejsze zastosowania w dia-
gnozowaniu i leczeniu wielu schorzen. Umozliwia ona bowiem wykrywanie
roznic miedzy zestawem genéw aktywnych w tkankach zdrowych i tkankach
chorych. W szczegdlnosci, geny z komorek réznego typu nowotworéw wy-
kazuja istotne réznice w poziomach ekspresji. Fakt ten odgrywa zasadnicza
role przy wyborze metody leczenia nowotworéw i jednoczesnie pozwala na
poszerzenie listy genéw, odpowiedzialnych za powstawanie oraz rozwoj tych
choréb.
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Drzigki znajomosci réznic miedzy zestawem gendéw aktywnych w zdrowej
i chorej tkance mozna dociekaé przyczyn konkretnych nowotworéw. Cho-
roba w takim ujeciu traktowana jest jako funkcja aktywnosci lub braku
aktywnosci konkretnych genéw. Gdy da sie juz ustali¢, ktore geny funk-
cjonuja w sposéb niewladciwy, mozna woéwczas ,zaatakowad” wylacznie te
wybrane geny. Taka forma terapii molekularnej dziala odmiennie od dotych-
czas stosowanych radio- i chemioterapii, ktére uszkadzajg zaréwno chore, jak
i zdrowe komoérki. Warto w tym miejscu wspomnieé rowniez o innym spo-
sobie wykorzystania techniki mikromacierzy DNA. Realizacja tej techniki
przebiega w sposéb nastepujacy. Na poczatku, DNA z tkanki nowotworowe;j
znakowany jest czerwonym barwnikiem, a ze zdrowej zielonym. Nastepnie,
mieszanine obu prébek DNA naktada si¢ na mikromacierz DNA. Podobnie
jak mRN A we wczeéniejszym opisie — oznakowane dwoma réznymi kolorami
DNA ulegaja przytaczeniu do odpowiednich pdl mikromacierzy. W wyniku
tych przylaczen, pola zawierajace geny, ktore ulegly aktywacji w komor-
kach rakowych wybarwiaja si¢ na czerwono (poniewaz przylacza sie do nich
wiecej] DNA oznakowanych czerwonym barwnikiem), natomiast pola z ge-
nami, ktére w komoérkach rakowych sa nieobecne, zabarwiajg sie na zielono
(brakuje tam bowiem czastek DNA z czerwonym barwnikiem, a wystepuja
jedynie te DNA, ktére oznakowano na zielono).

Wszystkie osoby zainteresowane tematyka i historig badan nad DNA za-
checamy do lektury popularnonaukowej ksiazki Watsona i Berry’ego (2005).
Pierwszy z autoréw jest wspotodkryweg struktury DNA, za co zostal w 1962
roku uhonorowany Nagroda Nobla z dziedziny fizjologii i medycyny.

W naszych rozwazaniach dotyczacych mikromacierzy DNA skoncentru-
jemy sie na kwestiach badania znaczenia réznic w poziomach ekspresji ge-
now:

1) z tkanek os6b zdrowych oraz tkanek oséb dotknietych nowotworem,
2) z tkanek oséb chorych na dwa rézne typy nowotworéw.

Po wstepnym opracowaniu danych mikromacierzowych nastepuje dalsza
analiza statystyczna, ktérej celem jest ustalenie istotnosci réznic pozioméw
ekspresji genow dla rozwazanych grup. Podstawy tej analizy w jej bardziej
formalnym ujeciu przedstawimy w podrozdziale 6.2.

6.2. Porownywanie poziomow ekspresji genow — ogolna koncepcja analizy

statystycznej. Niech X;l) = (XS)’ ...,anl}), 1 < j < nq, oznaczaja nieza-
lezne, jednakowo roztozone wektory losowe obserwacji poziomoéw ekspresji m

genow z tkanek nq 0osob nalezacych do pierwszej z badanych grup, natomiast

@ _ (x®
xP = (x(7..

zone wektory losowe obserwacji poziomow ekspresji m genéw pochodzacych
z tkanek no oséb nalezacych do drugiej z badanych grup. Niech ponadto,

..,Xﬁ;), 1 < j < ng, oznaczaja niezalezne, jednakowo rozto-
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Xi(l), 1 < i < m, bedzie losowym poziomem ekspresji i-tego genu w pierw-
szej badanej grupie, natomiast Xi(2), 1 < i < m, oznacza losowy poziom
ekspresji i-tego genu w drugiej z badanych grup. Przyjmiemy, ze i-ty gen
ma rézne poziomy ekspresji w rozwazanych grupach, jesli rozktad zmiennej
losowej Xi(l) jest rozny od rozkladu zmiennej losowej Xi(z). Zazwyczaj m
jest znacznie wieksze zaréwno od nq, jak i od no, co czyni dalsza analize
problemu niezwykle skomplikowana.

Podstawowym celem statystycznej analizy rozwazanego zagadnienia jest
jednoczesna weryfikacja hipotez zerowych H;: poziomy ekspresji i-tego genu
nie réznig sie¢ istotnie w obu badanych grupach, wobec hipotez alternatyw-
nych H; poziomy ekspresji i-tego genu sg istotnie rézne w obu badanych
grupach. Przy weryfikacji tej wykorzystuje sie statystyki 7T;, takie jak: zwy-
kta statystyka ¢-Studenta, F-statystyka czy tez statystyka Wilcoxona.

Ze wzgledu na to, ze rozktad statystyki T;, przy zalozeniu prawdziwo-
$ci hipotezy H;, jest w praktyce nieznany, musimy estymowaé¢ odpowied-
nie p-warto$ci metoda permutacyjna lub metoda bootstrap. Dopasowane
p-wartosci (adjusted p-values), bedace narzedziami, ktérymi czesto operu-
jemy przy korzystaniu z procedur jednoczesnego testowania wielu hipotez,
estymujemy zastepujac w odpowiedniej formule zwykle p-wartosci ich esty-
matorami.

6.3. Wykorzystanie procedur single-step kontroli FWER do analizy da-
nych dotyczgcych mikroRNA. Interesujacy przyklad zastosowania rozwaza-
nej przez nas tematyki jednoczesnego testowania wielu hipotez przedsta-
wiono w pracy Lu i wspoétautoréw (2005). W artykule tym wykorzystano
procedure Bonferroniego, kontroli miary FW ER, do badan dotyczacych
klasy RNA o nazwie mikroRNA, w skrocie — miRNA. Owe miRN A staly
sie w ostatnich latach przedmiotem intensywnych studiéw i analiz. Wiaze sie
to ze znaczacy rola, jaka miRN A odgrywaja w procesach translacji mRN A,
tzn. w procesach biosyntezy bialek, ktére to procesy zachodza w oparciu o in-
formacje zakodowane w mRN A. Jako czynniki transkrypcji biatek, mi RN A
wywierajg duzy wplyw na obfitos¢ wystepowania wielu réznych rodzajow
biatek w komoérce. We wspomnianym artykule Lu i wspoétpracownicy ana-
lizowali poziomy miRNA w komérkach pochodzacych z tkanek zajetych
nowotworem oraz w komoérkach pochodzacych z tkanek bez obecno$ci nowo-
tworu.

Uzyskane rezultaty byly dosy¢ zdumiewajace. Okazalo sie bowiem, iz
analizy polegajace na obserwacji wielu miRN A w komoérkach ssakéw po-
zwalaja na lepsze rozpoznawanie, diagnozowanie i réznicowanie stanéw no-
wotworowych oraz zroédel ich pochodzenia, niz podobne analizy oparte na
obserwacji pozioméw ekspresji zwyklych mRN A, mierzonych dla tych sa-
mych komérek. Doktadniej, Lu i wspoétautorzy poréwnywali poziomy eks-
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presji znanych ludzkich miRN A w komoérkach z 46 rakowych i 140 zdro-
wych tkanek — tacznie rozwazano zatem informacje genetyczne pochodzace
ze 186 tkanek. Dane dla 186 elementéw proby opisano przy uzyciu zero-
jedynkowych zmiennych objasnianych Y; (1 dla tkanek nowotworowych, 0
dla tkanek zdrowych) i J = 155-wymiarowych wektoréw zmiennych obja-
$niajacych X; = (X;(5): j=1,...,J), okreslajacych miary ekspresji dla
kazdego z J = 155 miRN A, gdzie i = 1, ..., 186 oznaczajg numery poszcze-
g6lnych elementéw préby (w tym przypadku tkanek).

W pracy Lu i wspélautoréw (2005) przeprowadzono analizy poréwnaw-
cze dotyczace miar ekspresji miRN A dla tkanek rakowych i tkanek wolnych
od nowotworéw. Uzyto do tego procedury Bonferroniego ze statystyka te-
stowa t-Studenta, stosowang przy weryfikacji hipotez o réwnosci $rednich
(Srednich pozioméw ekspresji) w dwdch populacjach. Przy kontroli miary
FW ER na poziomie a = 0,05 otrzymano, ze w 59% przypadkéw poziomy
ekspresji miRN A byly istotnie nizsze w tkankach nowotworowych niz zdro-
wych, a jedynie w przypadku kilku tylko tkanek rakowych poziomy ekspresji
miRN A zostaly, i to bardzo nieznacznie, przekroczone, w stosunku do po-
zioméw ekspresji miRN A w tkankach wolnych od nowotworu.

Alternatywnym podejSciem, stosowanym do identyfikacji réznic w po-
ziomach ekspresji miRNA w tkankach nowotworowych i tkankach zdro-
wych, jest dopasowanie, dla kazdego miRN A, modelu regresji logistycznej,
uwzgledniajacego rodzaj tkanki jako zmiennej objasniajacej. W szczegdlno-
$ci, model regresji logistycznej dla ustalonego j-tego miRN A jest opisany
relacja

(13) logit{ E(Y|X (1)} =)+ BN XG) +v@ W), =17,

gdzie: logit (z) = log(z/ (1 —z2)), W (j) oznacza 19-wymiarowy wektor
o wspdélrzednych 0 lub 1, identyfikujacy typ tkanki, a v (j) jest (réwniez 19-
wymiarowym) wektorem parametréow, odpowiadajacym wektorowi W (j),
przy czym 19 oznacza tu liczbe réznych typéw tkanek, wystepujacych
w opracowanym przez Lu i wspélautoréw zbiorze danych (dotyczacym np.
tkanek zotadka, tkanek trzustki itd., itp.).

Parametrem stanowiacym przedmiot zainteresowania jest wspélczynnik
B(7) w (13), zwiazany z miara ekspresji X (j), j-tego miRNA, j=1,....,J
(J = 155). Dla kazdego miRN A rozwazamy dwustronne testy hipotez ze-
rowych Hj: B(j) = 0, tzn. hipotez, Ze nie ma zwigzku miedzy poziomem
ekspresji X (j), j-tego miRN A, a wystepowaniem nowotworéw w badanych
tkankach, wobec hipotez alternatywnych H: 3 (j) # 0, o istnieniu takowego
zwigzku. Statystki testowe do weryfikacji hipotez H; maja wtedy postac

_ Buli)
on (4)

I

T (4)
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gdzie: n — liczba tkanek, ktore sa poddawane badaniu, 3, (j) — estymator
parametru (3 (j) w modelu regresji logistycznej (13), oy, (j) - standardowy
blad estymatora £, (j).

W celu dokonania jednoczesnej weryfikacji hipotez H; Pollard i wspoét-
autorzy (2005) opracowali specjalna procedure typu single-step, kontroli
FWER, bedaca pewng modyfikacja procedury mazT. Jej zastosowanie
przyniosto podobne rezultaty do tych, jakie uzyskal Lu wraz ze wspélpra-
cownikami. Okazalo sie bowiem, ze w przypadku 102 hipotez, stanowiacych
66% sposréd wszystkich 155 hipotez dotyczacych pozioméw ekspresji 155
przebadanych miRN A, odpowiednie dopasowane p-wartosci dla zmodyfi-
kowanej procedury maz T, oszacowane na podstawie proby bootstrapowej
wielkoéci B = 5000, nie przekraczaly zakladanego z goéry poziomu 0,05,
miary FW ER. Wynik ten wskazywal na istotne réznice w poziomach eks-
presji mi RN A w przypadku tkanek nowotworowych i tkanek zdrowych, przy
czym w przypadku tkanek rakowych — poziomy ekspresji miRN A byly niz-
sze od pozioméw ekspresji miRN A w tkankach zdrowych.

Interesujacym, z biologicznego punktu widzenia, zagadnieniem jest takze
kwestia identyfikacji tych miRN A, ktérych miary ekspresji sa ze soba sko-
relowane. Pollard i wspélautorzy (2005) rozwazali m = J(J—1)/2 =
(155 - 154) /2 = 11 935 réznych wspolezynnikéw korelacji Pearsona miedzy
parami miar ekspresji miRN A:

p(j, k) :=Corr (X (5),X(k)), j=1,..J—-1Lk=j5+4+1,..,J

Celem ich analiz byla identyfikacja wszystkich tych par miRN A, w przy-
padku ktérych korelacja ich poziomdéw ekspresji jest statystycznie istotna.
Doktadniej, dla kazdej pary (j, k), réznych miRN A, rozwazano dwustronne
testy hipotez zerowych H;x: p(j,k) = 0 — o braku zwigzku miedzy pozio-
mami ekspresji j-tego i k-tego miRN A w badanej probie tkanek. Hipotezy
alternatywne stanowity z kolei hipotezy H ,: p(j,k) # 0 — o istnieniu za-
leznosci miedzy miarami ekspresji odpowiednich miRN A. Hipotezy zerowe
H; ;. weryfikowano na podstawie statystyk testowych postaci

Tn(]ak):\/ﬁpn(jak)a jzla"'aJ_lak:j+1a"'7Ja

gdzie: n — liczba badanych tkanek, p,, (j, k) — odpowiednio okreslone empi-
ryczne wspoOtczynniki korelacji.

W celu jednoczesnej weryfikacji m = 11 935 hipotez Hjj, o braku
zwigzku miedzy miarami ekspresji ustalonych par mi RN A w badanych tkan-
kach, Pollard i wspétautorzy (2005) zastosowali wspomniang wezesniej mo-
dyfikacje procedury max T, kontroli miary FWER (dla préby bootstra-
powej wielkosci B = 5000). Okazalo sie, ze przy nominalnym poziomie
FWER < a = 0,05, rézne od zera i statystycznie istotne wartosci wspéi-
czynnikow korelacji byly zawarte miedzy 0,26 a 0,99. Wynika stad konklu-
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zja, iz wiele sposréd par miRN A o istotnych wartosciach wspo6tczynnikéw
korelacji przyczynia sie do powstawania lub rozwoju nowotworéw.

6.4. Wykorzystanie algorytmow estymacji pFDR w analizie danych mi-
kromacierzowych. Interesujaca koncepcje statystycznej analizy danych mi-
kromacierzowych, polegajaca na estymacji miary pF'DR (zob. rozdzial 5),
zaproponowano w artykule Storey’a (2001). Autor przywoluje w nim nie-
opublikowana prace Riegera (2001), w ktérej dokonano analizy danych do-
tyczacych pozioméw ekspresji 3000 genéw, poddanych jednoczesnemu dzia-
taniu promieniowania jonizacyjnego. Wspomniana analiza polegata na po-
réwnaniu wplywu tego promieniowania na wartosci pozioméw ekspresji ge-
néow w dwoéch wydzielonych grupach pacjentow, a mianowicie — w grupie
zwyklych pacjentéw (grupa 1) oraz w grupie pacjentéw wrazliwych na owo
promieniowanie (grupa 2). Dane empiryczne przedstawialy sie nastepujaco:
grupa 1 liczyta 15 oséb, natomiast w grupie 2 znalazto sie 13 oséb. Dla
3000 genéw zmierzono ich poziomy ekspresji w tkankach oséb z wyrdznio-
nych grup i obliczono wartosci statystyk testowych wedlug wzoru na war-
tosé t-statystyki, stosowanego przy weryfikacji hipotezy o rownosci $rednich
w dwoch populacjach. Zadecydowano, iz odrzucane beda hipotezy zerowe
dotyczace gendéw, w przypadku ktérych wartoéci bezwzgledne odpowiada-
jacych im statystyk testowych sa wieksze od 2. Okazalo sie, ze takich od-
rzuconych genéw bylo 146. Na tej podstawie oszacowano pF DR w sposob
nastepujacy. Dokonano losowej permutacji ciagu

(1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2,2)

15 ,jedynek” (grupa 1) oraz 13 ,dwdjek” (grupa 2) i, jak poprzednio —
wyznaczono wartoéci t-statystyk oraz zliczono te z nich, ktérych wartosci
bezwzgledne przekraczaly 2. Przeprowadzajac 100 takich permutacji, otrzy-
mano Srednig warto$é¢ statystyk odrzuconych hipotez dla tych permutacji
réwna 12,3. W efekcie — oszacowana warto$¢ pF DR wyniosta 12,3/146 =
8,44%.

Okazuje sie, ze taki prosty estymator miary pF' DR jest dodatnio obcia-
zony. W celu poprawy jego jakosci Storey zaproponowal pomnozenie warto-
Sci tego estymatora przez wartosé estymatora my = mg/m, tzn. estymatora
stosunku liczby hipotez prawdziwych do liczby wszystkich hipotez zerowych.
Aby otrzymaé¢ warto$¢ Ty — estymatora my — wybierano wartosci tych -
statystyk, ktorych wartosci bezwzgledne byly male, a doktadniej — mniejsze
od 0,15. Spoérdd zaobserwowanych wartosci t-statystyk, 668 miato wartosci
bezwzgledne ze wspomnianego zakresu. Z kolei, w przypadku danych otrzy-
manych dla poszczegdlnych permutacji, $rednio 750 t-statystyk miato take
wlasno$é. W efekcie, wartosé estymatora mg wyniosta 7y = 668/750 =~ 0, 890.
Mnozac ja przez wezedniej oszacowang wartos¢ miary pF D R, uzyskano taka
oto poprawiong, nowa warto$¢ estymatora pFDR: 0,890 - 8,44% = 7,52%.
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Storey rozwazal rowniez szczegélna sytuacje, gdy weryfikowane hipo-
tezy sa od siebie niezalezne, a statystyki testowe maja brzegowe rozklady
t-Studenta. Wtedy, jesli np. Tyg ma rozklad ¢-Studenta o 26 stopniach swo-
body, to P (|Ts| > 2) = 0,056. Stad, poniewaz 3000 - 0,056 = 168, osza-
cowana warto$¢ pF’ DR wyniosta 168/146 > 1. Okazalo sie zatem, ze zalo-
zenie, iz rozktady brzegowe statystyk testowych sa rozkladami ¢-Studenta
moze stanowi¢ pewien problem. Jednakze, 1232 wérod 3000 - 100 warto-
Sci statystyk testowych dla 100 opisanych wczeéniej permutacji miato war-
toéci bezwzgledne wieksze od 2, co stanowilo 0,41%. Tym samym, esty-
mowana Srednia wartos¢ fatszywych odrzucen hipotez zerowych wyniosta
0,0041 - 3000 = 12, 3, co pokrytlo sie z wartoscia uzyskana wczesniej.

6.5. Zastosowanie algorytmu estymacji q-wartosci do analizy danych
mikromacierzowych. Skutecznym pomystem, umozliwiajacym ustalenie jak
najwiekszej liczby genéw o istotnie réznych poziomach ekspresji, okazalto sie
uzycie miary F DR i zwiazanego z nia pojecia g-wartosci. Podejécie takie
jest bardziej elastyczne (w sensie mocy stosowanych procedur) w stosunku
do metod opartych na rozwazaniu kontroli miary FW ER.

Jako przyktad wykorzystania wspomnianego pomystu przedstawimy wy-
niki eksperymentu, w ktérym badano réznice w poziomach ekspresji gendéw
dla tkanek zaatakowanych przez dwa rézne rodzaje nowotworu ptuc: BRCA1
oraz BRCA2 (zob. Storey i Tibshirani (2003)). Dane po wstepnej selek-
cji obejmowaty 3170 genéw dla 7-elementowej grupy chorych na BRCA{
(ny = 7) oraz 8-elementowej grupy chorych na BRCA2 (ny = 8). Korzysta-
jac z testu t-Studenta dla rozwazanych dwéch populacji o niejednorodnych
wariancjach, testowano istotnos$é¢ réznic w poziomach ekspresji dla kazdego
sposrod 3170 gendéw. Doktadniej, weryfikowano hipotezy zerowe H; postaci
H;: pin = pi2, wobec hipotez alternatywnych H! postaci H!: p;1 # iz,
i=1,..,3170, gdzie pu;1 (pi2) oznaczaja $rednie poziomy ekspresji w pierw-
szej (drugiej) z badanych populacji. Po transformacji wartosci tych pozio-
moéw za pomoca funkeji log, (+), zastosowano statystyke testowa

Ti2 — Tq1
Ti — 5 2 5
Si1 |, Si2
ni N2

gdzie T;1, s (T2, s2,) — probkowe: $rednia i wariancja dla pierwszej (drugiej)
populacji, i = 1, ...,3170.

Ze wzgledu na to, ze rozklady statystyk T;, przy zatozeniu prawdziwosci
hipotez zerowych H;, sa nieznane, odpowiednie p-wartosci oszacowano za
pomoca metody permutacyjnej, ktéra mozna opisa¢ w sposdéb nastepujacy.

Oznaczmy przez (tl{,...,tl;), b=1,...B, jedng z B = 100 permutacji
ciagu (t1,...,ts), realizacji statystyk 7;, i = 1,..., s, s = 3170. Wtedy odpo-
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wiednia p-wartos¢ jest dana wzorem

B | > ], =1,
pi:z#{] ’J‘—LB| J 5}_
b=1

Do oceny istotnosci réznic poziomoéw ekspresji badanych genéw zastosowano
odpowiedni algorytm estymacji g-wartosci (zob. Storey i Tibshirani (2003),
s. 9445). W efekcie, otrzymano, ze w przypadku 160 genéw — odpowiednie
g-wartosci spelnialy warunek ¢ < 0,05. Nalezy zatem oczekiwaé, ze okolo
8 spoéréd owych 160 genéw zaklasyfikowanych do klasy genéw, ktorych po-
ziomy ekspresji réznia sie istotnie w obu badanych grupach (populacjach) —
zostanie blednie do tej klasy przypisanych. Dla poréwnania, przy zastoso-
waniu algorytmu opartego na tradycyjnej procedurze, polegajacej na spraw-
dzaniu, czy zwykle p-wartosci przekraczaja ustalony prog (cut-off value) —
okazalo sie, ze genéw o istotnie réznych poziomach ekspresji w badanych
grupach bylo 51 — gdy p-wartosci nie przekraczaly 0,001, oraz miedzy 9 a 11
— gdy p-wartosci nie przekraczaty 0,0001.

7. Uwagi koncowe. Pierwsze badania dotyczace zagadnien jednocze-
snego testowania wielu hipotez statystycznych wykorzystywaly metody po-
rownan wielokrotnych.

Niezwykle dynamiczny w ostatnich latach rozwdj nauk przyrodniczych,
w szczegblnosci za$ medycyny i biologii molekularnej, wymusit koniecznosé
opracowania nowych procedur statystycznej weryfikacji wielu hipotez. Mimo
bezsprzecznych sukcesow na tym polu, nie w pelni powiodly sie podejmo-
wane dotychczas préby stworzenia spdjnej teorii dotyczacej wspomnianych
zagadnien, podobnej do tej, jaka opracowano w przypadku testowania po-
jedynczych hipotez statystycznych. Pewne, przyznajmy, ze doéé obiecujace,
proby w tym kierunku poczyniono w pracy Lehmanna, Romano i Shaffer
(2005). Autorzy opisali w niej zagadnienia jednoczesnej weryfikacji wielu hi-
potez przy uzyciu terminéw z teorii decyzji statystycznych. Glowny wynik
wspomnianej pracy stanowi dowod tego, ze wérod pewnych regul decyzyj-
nych, bedacych procedurami step-down lub step-up kontroli F'W ER, mozna
wskazaé te, ktére maksymalizuja prawdopodobienstwo stusznego odrzucenia
hipotez falszywych.
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Simultaneous testing procedures of many null hypotheses
and their applications in the DNA microarrays analysis

Abstract. In our paper, we consider different approaches to the problem of simultaneous
testing of many null hypotheses. In this context, we discuss the single-step, the step-down
and the step-up procedures of multiple testing. In particular, we are concerned with their
properties and applications in the control of the error rates, such as: FWER, k-FWER,
FDP, FDR, pFDR. The mentioned procedures are intensively used in the DNA microarrays
analysis, which enables the monitoring of expression levels of many genes simultaneously
and is widely applied in recent medical diagnostics, treatment and research.

Key words: multiple hypothesis testing procedures, familywise error rate, false discovery
proportion, false discovery rate, p-values, g-values, DNA microarrays.
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